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Uber die Entstehung der Turbulenz.
1. Mitteilung.

Von
W. Tollmien, Gdttingen.
(Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut fiir Stromungsforschung, Gottingen.)

Vorgelegt von L. PRaNDTL in der Sitzung vom 22. Méarz 1929.

Bekanntlich sind bei geometrisch #hnlichen Begrenzungen die
Stromungsformen von Fliissigkeiten und Gasen, soweit man vom
Einflufl der Kompressibilitdt absehen kann, allein durch die ReyNoLps-
sche Zahl bestimmt, jene Dimensionslose, die sich aus einer cha-
rakteristischen Geschwindigkeit und Lénge und der kinematischen
Zihigkeit zusammensetzt. Die auffallendste und wichtigste An-
derung der Strémungsformen mit der Reynoldsschen Zahl ist nun
durch den schroffen Ubergang vom laminaren in den turbulenten
Stromungszustand gegeben. Aus zahlreichen Beobachtungen kennt
man in vielen Féllen, z. B. bei der Strémung durch Rohre oder
um eine Kugel die Reynoldssche Zahl dieses Uberganges. Doch
ist die summarische Angabe dieser ,kritischen® Reynoldsschen Zahl
physikalisch unvollstindig, da diese stark von den Stérungen der
urspriinglichen Laminarstromung abhingt. Von den Storungen
besitzt man nun allenfalls die Angabe ihrer Erregungsstelle, z. B.
bei der Rohrstrémung, ob die Stérungen vom Einlauf oder weiter
stromab von den Winden ausgehen, wo sie anscheinend weniger
wirksam als im ersten Falle sind. Dariiber hinaus sind die Sto-
rungen aber bisher experimentell nicht definiert und klassifiziert
worden. Die Experimente geben deshalb nicht einmal GewiBheit
dariiber, in welchem Sirme man genau genommen von einer kri-
tischen Reynoldsschen Zahl als einer oberen Grenze fiir das Be-
stehen der Laminarstrémung sprechen kann, ob diese nicht vielleicht
sich bis zu beliebig hohen Reynoldsschen Zahlen aufrecht erhalten
148t, wenn man nur die GroBe der Storungen immer weiter herabsetzt.
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Einen detaillierten Einblick in die Entstehung der Turbulenz
konnte man wohl von einer photogra,phischen Verfolgung des
Strémungsumschlages erhoffen. Mehrfach wurde dabei eine Me-
thode nach Revvoups angewandt, der die Stromung in Glasrohren
mit Hilfe eines Farbfadens in der Rohrmitte heobachtete. L. Pranpri )
suchte den Vorgang bei der ebenen Stromung in einem Gerinne durch
Photographie der mit Aluminiumpulver bestreuten freien Oberfliche
niher zu erfassen. Wohl gelang es mit diesen Mitteln, die Stelle
des Stromungsumschlages rdumlich einigermaBen festzulegen, z.B.
fiir die Rohrstrémung meist im sogenannten Anlanfgebiet, dhnlich,
wie diese Feststellung in diesem wund anderen Fillen auch aus
Druck- und Geschwindigkeitsmessungen gelang. Im iibrigen konnte
man von den komplizierten Bildern nur eine Beschreibung in
groben Ziigen geben; der Mechanismus der Entstehung der Turbu-
lenz konnte experimentell bisher nicht weiter klargestellt werden.

Jedenfalls setzt nach der iiblichen Anschauung die Entstehung
der Turbulenz mit dem Instabilwerden der Laminarstrémung ein.
Die einfachsten Annahmen zur theoretischen Erfassung dieses Vor-
ganges gewinnt man, indem man eine ebene laminare Geschwin-
digkeitsverteilung voraussetzt, die zudem nur von der Koordinate
quer zur Geschwindigkeitsrichtung abhingen mége, und dann dieses
(Greschwindigkeitsprofil ebenfalls zweidimensionalen Stérungen unter-
wirft. Das erste Profil, das in dieser Art mit der Methode der
kleinen Schwingungen behandelt wurde, war das der ,Couette-
Stromung® mit linearer Abhéngigkeit der Geschwindigkeit von der
Querkoordinate. Das Resultat, das Hopr?) und v. Mises %) erhielten,
gab keinen Hinweis zur Entstehung der Turbulenz; denn es ergab
sich ein Abklingen siimtlicher Storungen, also stindige Stabilitit
der vorausgesetzten laminaren Stromung. Anfachung von Sto-
rungen erhielten erst Pranprr.?) und Tiersens*) bei gewissen Profilen.
Doch erhielten diese Autoren das physikalisch befremdende Re-
sultat, daB in dem Bereich von Reynoldssehen Zahlen, fiir den die
benutzten N&#herungen giiltiz waren, es stets auch angefachte
Schwingungen gab, wihrend man zu erwarten hatte, daf unter-
halb einer gewissen Reynoldsschen Zahl die Laminarstrémung gegen-
iiber allen Stérungen stabil ist. Nun waren in den Praxori-TiersENs-

1) L. PRANDTL: Zs. f. angew. Math. u. Mech. 1, 8. 481, 1921 bzw. Phys. Zs.
283, S. 19, 1922,

2) L. HorF; Ann. d. Phys. 44, S. 1, 1914

3) R. v. MisEs: Beitrag zum Oscillationsproblem. HEINRICH WEBER - Fest-
schrift 1912, S. 252,

4) 0. TiETJENS: Zs. f. angew. Math. u. Mech. 5, S. 200, 1925.
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S?hen Untersuchungen der mathematischen Einfachheit halber nach
emem Vorschlag Ravimers fiir die Grundstrémung Profile voraus-
gf)setzt, die sich aus Geradenstiicken zusammensetzen. Das durch-
8dngige Verschwinden der Kriimmung des Profiles der Grund-
s?71'5mung bedeutet aber in diesem Falle eine so wesentliche phy-
sikalische Voraussetzung, daf man bei Beriicksichtigung der Kriim-
ung eine Modifikation des PranprL-Tiumensschen Ergebnisses gerade
I dem physikalisch noch unbefriedigenden Punkte erwarten konnte.
Im folgenden sind also Profile mit nicht iiberall verschwindender
Kriimmung behandelt worden.

Diese cinleitende Darlegung soll natiirlich nicht im entfern-
testen einen Uberblick iiber die ausgedehnte Literatur?) zur Ent-
stehung der Turbulenz bieten; angegeben ist nur der Zusammen-
hang, in den wir die folgende Arbeit eingeordnet wissen wollen.

Meinem hochverehrten Chef, Herrn Prof. Dr. L. Pranprr, danke
ich herzlich fiir die Anregung zu dieser Untersuchung und fiir sein
ermutigendes und forderndes Interesse an meiner Arbeit.

§ 1. Die allgemeine Stérungsgleichung.

Die Hauptstrémung sei U(y), wobei y die Koordinate senk-
recht zu der in die z-Achse fallenden Strémungsrichtung ist. Die
Storungen denkt man sich nach Fourier zerlegt, sodafi die Strom-
funktion eines bestimmten Fouriergliedes ¢ (y) &9 = ¢ (y) ¢« @)
sei. « ist die rdumliche, der Realteil von B die zeitliche Kreis-
frequenz, der reelle Teil von ¢ die Phasengeschwindigkeit der be-
treffenden Stérung; der imagindre Teil von § gibt die Anfachung
oder Dimpfung der Stérung an, je nachdem er positiv oder ne-
gativ ist. Nach der Methode der kleinen Schwingungen beriick-
sichtigt man stets nur die in ¢ (y) linearen Glieder. Man erhilt
dann durch Einsetzen in die Navier-Sroxzsschen Differentialglei-
chungen der reibenden Fliissigkeiten, Elimination des Druckes und
durchgingige Einfiihrung dimensionsloser Gréfen die Stdrungs-
gleichung

V) (T-9@~cp-U'y = -5 " ~2¢ +a'g)

mit R als Reynoldsscher Zahl. Dije Bezugslinge, mit der eine
charakteristische Geschwindigkeit des Profiles, z. B. die maximale

1) Vgl. dazu die zusammenfassenden Berichte fur die theoretische Literatur
von F. NOETHER: Zs. f, angew. Math. u. Mech. 1, S. 125, 1921 und fur die ex-
perimentelle von L. ScuiLLER: Phys. Zs. 26, S. 566, 1925.
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U, multipliziert nach Division durch die kinematische Zahigkeit
v R ergibt, ist als eine Abmessung des Profiles so gewihlt, da8
die Ableitungen der dimensionslosen U in (1) von der Gréfenordnung
1 sind. Als Randbedingung hat man an den begrenzenden Wiinden,
d. h. den Grenzen des Definitionsbereiches von U(y), das Verschwinden
beider Stérungskomponenten, also von ¢ und ¢'.

Zunichst werden wir im folgenden B bzw. ¢ rein reell an-
nehmen, wir suchen also die Durchgangspunkte von Stabilitit zu
Labilitdt. Fiir dies Problem lassen sich nun leicht zwei Aussagen
iiber ¢ und « machen. Schreibt man die Stérungsgleichung sym-
bolisch L(p) = O und integriert die Ausdriicke ¢ L(p)— ¢ L(p)
bzw. 9 L(p)+ ¢ L(p) (konjugiert komplexe GréBen sind iiber-
strichen) zwischen den Réindern unter Berticksichtigung der Rand-
bedingungen, so erhdlt man in einfacher und bekannter Weise 1)
einmal fiir U" =0 ¢ < Upax., ferner o« << B. Gerade der Um-
stand, daf man “demnach eine Nullstelle von U—¢ annehmen mub,
bedingt besondere mathematische Errterungen und fithrt ein auch
physikalisch interessantes Verhalten der Stérungen mit sich.

§ 2. Die ,reibungslosen Losungen der Stérungsgleichung.
Allgemein nimmt man im folgenden aR sehr grof an.

Dann liegt der Versuch nahe, Losungen der Storungsgleichung
angenidhert in der Weise darzustellen, daf man die mit dem sehr

kleinen Faktor 1 multiplizierten Glieder der Stérungsgleichung

o R
weglifit, also Liosungen der reibungslosen Storungsgleichung.
@ (U—-g9"-’9)— U9 =0

aufsucht. Wir wollen die Losungen dieser reibungslosen Stérungs-
gleichung betrachten, ohne zunéchst weiter auf ihren Zusammen-
hang mit den Losungen der allgemeinen Stérungsgleichung (bei
grofien «R) einzugehen.

" An der Stelle U = ¢ (vgl. dazu den Schlufi von § 1) hlftt die

Differentialgleichung (2) einen singuliren Punkt. Da

an
U—c

dieser Stelle einen Pol 1. Ordnung hat, falls nicht gerade auch
U” hier verschwindet, so liegt eine auBerwesentliche Singularitit
(Stelle der Bestimmtheit) vor, und wir konnen nach allgemeinen

1) Vgl etwa SoLBERG: Zum Turbulenzproblem, Proc. of the first Intern.
Congress f. Applied Mechanics, Delft 1924, S.387, oder NoETHER: Zur asympto-
tischen Behandiung der stationiren Losungen im Turbulenzproblem. Zs. f. angew.,
Math. u. Mech. 6, S, 232. 1926.
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Sitzen iiber lineare Differentialgleichungen leicht die konvergenten
Reihenentwicklungen der Integrale von der Stelle U—¢ = 0 aus
aufstellen. In diesem Punkte sei y = O gesetzt und y sei positiv
fiir U—c¢>0; demnach bezeichne der Zeiger 0 Werte an dieser
Stelle. Dann sind zwei linear unabhiingige Lisungen von (2),
wenn mit B, (y) bzw. P,(y) Potenzreihen in y, mit 4 eine durch
die Differentialgleichung bestimmte Konstante bezeichnet werden:

=y =y+-- .
=R @) +Aglogy = 1+-+ v ylogy+--

Dabei soll ein fiir alle Mal festgesetzt werden, daf fiir positive y
logy rein reell ist.

Bevor wir aus der analytischen Beschaffenheit von ¢, und
¢, Folgerungen ziehen, seien diese fiir einen speziellen Fall von
U und zwar fiir parabolische Geschwindigkeitsverteilung angegeben.
Demnach sei U—¢ = y(2a—y), sodaB fir y = a U' = 0 wird;
setzt man noch @ = {1 —¢, so wird hier U =1 und fiir y = a—1

= 0. Zweckmiflig fithren wir y, = z , ® = aa cin, sodall

im Parabelscheitel also y, = 1 ist, und erhalten dann als Ditte-
rentialgleichung in der neuen Variablen

Y, 2—9,) (9" —eip)+2¢ = 0.

Man erhélt die Reihenentwicklungen:

% =yt ayi+ay+
wobel
_ nm=38a, +2:;0a,,—0d
T mn-1)
1 o o
a, =1, L‘f;-’=—§, a-s=.-6-, a‘=....]j8 .
ist.
@, = 1+b1y1+bny:+bayg+" *“103‘?/”
wobei
n(n—38)b, ,+2a'b,_,—alb,_,+22n—1)a,—(2n— ?))az_~
b, =
" ‘2n(n 1)
' b, b, 1 ho— L%
=1, b =0 b=-1+%, b=g+i
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Fiir ¢, = 0 ist

U—c
(P‘=‘2 ’

a
g, = — a(U—c)fyTDf_ﬂ__cT“

das sind Ausdriicke, die auch fiir beliebige U bei « = 0 die Lo-
sungen darstellen.

Bei der allgemeinen Betrachtung von ¢, und ¢, stellen wir
zunichst fest, daf ¢, auch im singuléiren Punkt regulir bleibt,
wihrend ¢, dort eine logarithmisch wunendliche Ableitung bat,
Bleiben wir, wenigstens soweit ¢, in Frage kommt, in einiger
Entfernung vom singuliren Punkt U = ¢, so geniigen ¢, und o,
dort ifi der Tat angenihert der vollstindigen Stérungsgleichung
(1) bei sehr grofem aR und zwar umso besser, je grofier aR ist?).
Der Fehler in ¢, und ¢, ist klein von der Grifenordnung (eR)™.
In unmittelbarer Nachbarschaft des kritischen Punktes ist dieser
Schluf wegen des Unendlichwerdens der Ableitungen von g, offenbar
nicht mehr berechtigt. Wir miissen daher die allgemeine Stérungs-
gleichung (1) in der Ndhe von U = ¢ diskutieren. Physikalisch
ist diese Stelle dadurch charakterisiert, daf ein Fliissigkeitsteilchen
wegen der Gleichheit von Hauptgeschwindigkeit und Phasenge-
schwindigkeit sich stets in demselben Druckfelde befindet, wenn
man von der kleinen Querbewegung der Stiérung absieht.

& 3. Die Lésungen der Storungsgleichung in der
Nachbarschaft von U = c.

Zur Untersuchung der Losungen in der Nahe des kritischen
Punktes U = ¢ nehmen wir einen kleinen Bereich um die kritische
Stelle, den ,Ubergangsstreifen¢, worin wir U—¢ mit geniigender
Genauigkeit durch U'y und zunichst auch U" durch U; ersetzen
konnen. Wir fiihren nun noch y = («RU) "%y = &7 ein, wobei
n wegen der Kleinheit von & auch bei kleinem y sehr grofier Werte
fshig ist. Dann erhalten wir aus (1) die Differentialgleichung in 4:

”

o

1) Auf einem mehr formalen Wege wiirde man eben zu den reibungslosen
Losungen kommen, wenn man nach denjenigen Integralen der allgemeinen Storungs-
gleichung fragt, die mit ibren Ableitungen bei beliebig wachsendem «R, abgesehen
von der kritischen Stelle U = ¢, endlich bleiben.
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sodafl wir Losungen der Storungsgleichung fiir grofe «R d. h.
kleine ¢ in der Umgebung von U=¢ aus der Differentialgleichung

14

X

0

(4:) _ i¢/llr — nq’n —¢

in erster Niherung gewinnen, da in der benutzten Differential-
gleichung (3) ' = ¢ d.h. » = 0 kein singuldrer Punkt ist und
angendherte Werte der Koeffizienten der Differentialgleichung dem-
nach auch angenihérte Losungen bedingen.

Fiir ¢, liefert die Differentialgleichung (4) erwartungsgemiB
keine Korrektur, dagegen fiir ¢, sehr wohl eine, die wir in fol-
gender Weise gewinnen.

Im kritischen Punkt y bzw. v = 0 war ja ¢, = 1 gesetzt.

”

Diesen Wert setzen wir als Niherung ¢,, in das Glied ¢3¢ ein

[}
und berechnen aus der Differentialgleichung (4) eine Korrektur,

die wir passend mit sp,, bezeichnen. Die Differentialgleichung fiir
@,, ist dann

(%) — gy = nw;’.—%‘;-

Da wir nach dem Vorhergehenden annehmen diirfen, daf in einiger
Entfernung vom kritischen Punkt die reibungslose Losung giiltig
ist, so werden wir eine Losung von (b) anstreben, die sich nach
auflen hin der entsprechenden reibungslosen Lidsung anschliefit. In
der Nachbarschaft des kritischen Punktes (d.h. bei kleinem |y|)

ist aber reibungslos gerechmnet g;, = T]—j’—; an diesen Wert soll

sich also die Losung von (B) nach auBen hin d.h. fir groBie |nj
anschlieBen. Es wird uns in der Tat gelingen, eine derartige
Losung herzustellen.

Bezeichnen wir abkiirzend mit Hy’ bzw. H{” die Hankzrschen
Funktionen 1. bzw. 2. Art mit dem Index } und dem Argument
2 (in)?: HY @ (% (in)?], so sind die Losungen der homogenen Diffe-
rentialgleichung (5)

(6) 7t HY und 7 HY
eine Liosung der inhomogenen Differentialgleichung ()
) %—%%— 7t {Hg’ fnn%H‘,o:’ dn—~ H%"fnn% HY dn}.

Der bequemen Darstellung der Hankmrschen Funktionen wegen
betrachten wir diese Losung in der unteren u-Halbebene, was



28 W. ToLLMIEN,

wegen der Regularitdt der Losung erlaubt ist, sodaB 0 = argy = —=

. 3 . s
ist. Ferner sei —41 = arg[(in)t]| = — %—QE Fiir den Anschluf an

die reibungslose Losung brauchen wir das Verhalten von (7) fiir
groBe |7|. In den Anschlufipunkten sei = =+, auf dem Kreis
mit diesem Radius yn = r¢/?. Die untere Grenze der beiden Inte-
grale von (7) wird in einen Punkt dieses Halbkreises in der un-
teren Halbebene gelegt. Wir ersetzen die Hankrischen Funktionen
durch ihre asymptotischen Formeln fiir grofie Werte des Argu-
mentes:

e _ (8N 2, ., B
HP® = (;) (4y) %exp{iz[g(zn)%—ﬁg;]}

Dabei ist —:9’82 < arg[Gn)— i = 3—8”— Das Zeichen exp (...) be-

deutet die Exponentialfunktion des Klammerausdruckes. Fiir das
Folgende bendtigen wir (7) auf dem Halbkreise in der unteren
y-Halbebene mit ». Das erste Integral in (7) erhdlt dort in erster
asymtotischer Néherung den Wert:
Bir 3 3idr 3% 38 38ib
8V, ", T, (2,5 ,2,70 _ 5%)

(—;)e r e exp{+z(-3—e ree 12 + ¢, (7).
¢,(r) und das spéter verwandte c, (») sind durch die Wahl der un-
teren Integralgrenze bestimmt und héingen nicht von ¢ ab. Das
zweite Integral in (7) wird

bim 3 3 Stwr 3 Bid
8V, ~% , T4, T (2,7 ,5,2 5"
(-;) e r e exp {—z (?3'6 ree 19 )}-l— ¢ (7).
Fiigen wir nun zu (7) Losungen (6) der homogenen Differential-
gleichung hinzu, sodaf die Glieder mit ¢,(r) und ¢,(r) wegfallen,
so erhalten wir ¢}, ; denn lings des Halbkreises bekommt man dann:

gra , g 8 B0

T Zrte? — 2¢ 2 2exp{—i-|-expltic

_ UI/ —1 .___.@,9- U”};_

- U Ul 4
Auf dem vorstehenden Wege erhalten wir also aus (7) in ein-
deutiger Weise tatsichlich das gesuchte ¢;,. @;, folgt durch Inte-
gration von ¢}, nach 5, wobei wir als Integrationsweg wiederam
den Halbkreis nehmen, auf dem nun ja ¢@j;, bekannt ist. Es ist

r

”

Uy,
q)sln(—r) = ¢;l(+r)-— U(l) L.
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Aralog erhilt man schlieSlich, dal die reibungslose Losung am
positiven Rande (4 7) des Ubergangsstreifens

"

U,
1+~U—v‘)7ylogy

am negativen Rande (—r) zu
I” ”

U, ) — 20
1+ Ugyloglm g iy

wird, oder allgemein, daB ¢,, fiir positive y bekanntlich von der
Form

”

U
14+ U? o, logy,

beim Ubergang zu negativem y in
Lot o wiloglyl = g imo,

iibergeht. Damit haben wir die Ubergangssubstitution in ¢, beim
kritischen Punkte abgeleitet, die im Hinzutreten eines imaginiiren
Teiles und damit eines Phasensprunges in der z-Komponente der
Storung besteht. Es hat sich nach den vorstehenden Rechnungen
herausgestellt, dafl die Bestimmung der Ubergangssubstitution auf
die Bestimmung des physikalisch realen Zweiges des Logarithmus
in @, hinausléuft.

Uber die Breite des Ubergangsstreifens, fiir den wir im vor-
stehenden die Losung ¢, ableiteten, lifit sich folgende Aussage
machen. » muB ja so groB gewidhlt werden, daB die bei der vor-
stehenden Rechnung benutzten asymptotischen N&herungen fiir
grofle r bis auf einen Fehler giiltig sind, den wir wegen der auch
nur niherungsweisen Giiltigkeit der reibungslosen Losungen auBer-
halb des Ubergangsstreifens zugestehen!). Aus diesem so be-
stimmten » berechnet sich die Breite des Ubergangsstreifens in der
urspriinglichen y-Koordinate zu 2sr = 2(«RU,)~%r. Sobald also
oR nur grof genug ist, nimmt das reibungslose ¢;, wegen der
kleinen Breite des Ubergangsstreifens, die in der Grenze nach 0
geht, an dessen Réndern tatsdchlich die Werte an, die wir oben
in den Randbedingungen ansetzten; ebenso ist ¢, auf dem obigen
Integrationswege noch genau genug gleich dem Wert 1, den wir

1) Das in der asymptotischen Entwicklung von ¢y, fir groBe n auf das

Glied U 1 folgende Glied ist 2 U . hiernach kann man den erwihnten
Ui n ug »*

Fehler abschétzen.
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fiir @,, annahmen, soda wir die asymptotische Giiltigkeit unserer
Beziehungen fiir grofie «R nachgewiesen haben. Ubrigens wird in
§ 6,3 ein Hinweis auf eine etwas anders und erweitert gefaBite
Ableitung der Ubergangssu?stitution gegeben.

Die Abb. 1 gibt fiir U‘} = 1 ein graphisch gewonnenes qua-
. - 3 0
litatives Bild des Verhaltens von g}, im Ubergangsstreifen, getrennt
in Realteil R (¢},) und Imagindrteil I (g;,).

R (921)
L7

| loge+7 logp -
i /

\ 1/ Rle){loge+1)

=5 4 3 -2 4 3 4 5

——

M
Abbildung 1.

Die Differentialgleichung (4) bzw. (5) liefert uns nun auch
ohne weiteres das zweite Paar von Lisungen, die aus der allge-
meinen Stérungsgleichung fiir grofe «R folgen. Denn neben der
Losung ¢}, von (B), die wir eben betrachteten, sind offenbar auch
die Losungen (6) der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung
moglich, also

g, = qtHY und g = n*HY

g, klingt fiir groBere positive sehr stark ab. Es werde h
n n o, ) ‘
® po=[" [ AEPIGNadn
YooV oo

gesetzt. @, geht fiir positive nach unendlich und wird im fol-
genden nicht gebraucht werden. Der Fehler in ¢, ist von der

[

U,

Grofenordnung &

-
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Nach dem Grad ihrer Veridnderlichkeit kann man ¢, und
@, auch als ,langsame“, @, und ¢, als ,rasche“ Losungen be-
zeichnen.

§ 4. Losungen der Stérungsgleichung an der Wand
fir ¢ > U.

Es wird niitzlich sein und unsere Anschauung in das Wesen
der vier Integrale beleben, wenn wir sie in einem Spezialfall un-
abhingig vom letzten Abschnitt ableiten, und zwar wollen wir
das fiir die Nachbarschaft der Wand (U = 0) in dem Fall tun,
daf ¢ >> U ist, also die kritische Stelle auBlerhalb der betrachteten
Schicht liegt. Die allgemeine Stérungsgleichung wird also fiir
eine wandnahe Schicht, in der wir U—c¢ gendhert durch ¢, U”
ebenfalls durch den Wert an der Wand U’ ersetzen kinnen:

©) —iaR{c(p"—*p)+ ULp} = ¢""—2e¢" + o' .

Bezeichnen wir mit y, den Abstand von der Wand, so haben die
Lésungen dieser Differentialgleichung (9) die Form ¢ = éf%», Wir
erhalten hier nun in besonders durchsichtiger Weise die beiden
Losungspaare. Es wird ndmlich

B = i{—icRe+ 2 t\V—*R'¢—4U,iaR|

. 20, , 22U
= -y 24 —_ L v_ ...
%Jl te Re+ 2e _.[ch p “Ro J}

" "2
Das eine k* wird demnach anndhernd «®— Ucw +ia—%’?
liefert uns bei ausschlieflicher Beriicksichtigung der griften Glieder
bei groflem «R das Paar der reibungslosen Ldsungen, d.h. wegen
der Abhingigkeit der Koeffizienten der Differentialgleichung von
4, nur den Anfang ihrer Entwicklung von der Wand aus, etwa

e U\ Yo U\ 9,
1+((x—" ¢ )'gl“ bZW. yw-l-(tx’——-c—)—g—!.

und

Das andere %* wird —4e Re¢ und gibt uns ¢, und ¢,. Die Losung,
die dem ¢, des vorigen Abschnittes entspricht, wird bis auf einen
konstanten Faktor

3imw —— 1

5 *Beyy (—1+9)VaRcy,

(10) ; = V2 :

klingt also sehr stark ab, sodaf die Ver#nderung der Koeffizienten
der Differentialgleichung nicht weiter eingeht. Bemerkt sei gleich
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an dieser Stelle, daf die Formel (10) sich auch aus dem allgemeinen
Ausdruck (8) fiir ¢, durch Spezialisierung fiir negativ grofie 7
gewinnen lagt.

Tiersuns (1. ¢.) hat ¢, aus einer gesonderten Grenzschichtglei-
chung gewonnen, wihrend wir einheitlich alle Lisungen aus der
allgemeinen Storungsgleichung ableiteten. ¢, kann man als eine
Art Grenzschichtlosung an der Wand oder mit anderen Worten
dufere Reibungsschichtlésung auffassen. Im Falle U” == 0 tritt
aber im kritischen Punkte, an dem nach der reibungslosen Rech-
nung die eine Stérungskomponente unendlich werden wiirde, eine
zweite, innere Reibungsschichtldsung auf, die in § 8 als ¢,, abge-
leitet wurde. In dem oben erdrterten Spezialfall gréferer ¢ fallen
die beiden Reibungsschichten anch riZumlich auseinander, sonst
greifen sie in einander tiber. Der wesentliche Unterschied unserer
Untersuchung gegeniiber der von Tiewens liegt gerade in dem
Auftreten der inneren Reibungsschicht.

§ 5. Formulierung der Randbedingungen.

Nachdem wir den Einblick in den Charakter der 4 Integrale
der Stérungsgleichung gewonnen haben, wenden wir uns wieder
dem Randwertproblem zu und formulieren auf dieser Grundlage
die Randbedingungen.

Zunichst nehmen wir ein Profil U(y), das vom Werte U =0
an der Wand bis zu einem Maximalwert steigt, den es dann kon-
stant beliebig weit beibehélt. - Dies gilt z. B. fiir das wichtige
Profil der Stromung lédngs einer Platte sehr gut. Da ¢, fiir posi-
tive y iiber alle Grenzen wichst, kommt es in dem Losungsaggregat
nicht vor. Fir U = konst. sind die reibungslosen Losungen e™¥

bzw. ¢**,. d. h. wegen der notwendigen Beschriinktheit konnen

wir nur ¢~* brauchen?). Somit muf in diesem Gebiet — = —¢

sein, wodurch wir also eine einfache Randbedingung fur den An-
fangspunkt des Grebietes mit konstantem U gewonnen haben, den
wir kiinftig mit dem Index m kennzeichnen. ¢, ist némlich hier
schon abgeklungen, also lautet die Bedingung

(11) C, (@l + 0P um) + Oy (Pim + ePam) = 0
oder abgekiirzt
(11a) o, +0® =0

1) ¢*% und ¢, kénnen sich nicht ausgleichen, da nach einer Bemerkung in
§1 o< VoR ist.
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An der Wand mufl nun @ und ¢’ verschwinden. Wenn wir
die Werte dort mit dem Index w bezeichnen, wobei wir in g¢,,

und @,, gleich die Ubergangssubstitution angebracht haben, erhalten
wir also

(12a) Co.+ Oz,q’sw + Gy, = 0.

und ’ !

(12b) Cx ‘P;w + 02 ‘p;w + Os‘p;w =0

oder

(12¢) Ci9uu+ Cogue— 02" (Cipiut Cugh) = 0.
aw

2%3 findet sich nun bereits in der Arbeit von Tiemens berechnet

und 1i6t sich, wie hier nicht n&her ausgefithrt werden soll, durch
die Grofle D bei Temens ausdriicken. Es ist

13 P — _sD.
(13) oL
D ist dort als Funktion von #, aufgetragen; ¢, ist nichts anderes

als der im #-Koordinatensystem (s. § 3) gemessene Abstand der
‘Wand von der kritischen Stelle, den man mit 1, bezeichnen mige, also

(14) ¢c 1

=TT
Die Tabelle gibt D(7,) nach TiersENs:
"o D ()

0 0,702 — 0,425 ;
—05 0,785 — 04114
—10 0,920 — 0,389+
—15  1,043—0,2974
—20 1,206 —0,147%
~25 1,857 +0,108¢
—30  1,400+0515i
—35 1,180 +1,130i
—40 0,460 41,2504
— 4,5 —0,0405 +0,8080 i
—5,0 0,007 +0,3645 ¢
—~55  0,1913 +0,23934

Die beiden Bedingungen (11a) und (12¢) liefern eine Determi-

nantenbeziehung, aus der sich (p,',,,, ausrechnen 1i8t. Wir erhalten
8

QGes. d. Wiss, Nachrichten. Math.-Phys, Klasse. 1929. Heit 1. 3
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dadurch

' D = 2nPu—,,.9,
le‘p;w“ @2m (pl"w

und indem wir noch durch %, dividieren:

(15) - _‘D_ = - JZ‘;_ M @21;_2’13//
Ny [4 @lm ‘Piw - lpzm‘plxw

Die rechte Seite der Gl.(15) ist bekannt, wenn wir die Parameter
¢ und « vorschreiben; sie werde ganz allgemein mit E(c; «) be-
zeichnet. Die linke Seite ist als Funktion von 7, gegeben. Wir

stellen uns nun ein Polardiagramm von — D (n,) mit dem reellen

Nw
D) als Abszisse, dem imagindren Teil als Ordinate

her (vgl. Abb. éo). Dann wihlen wir ein bestimmtes ¢ und tragen
E in Funktion von « in das Polardiagramm ein, worauf wir die

Schnittpunkte mit dem -—M‘”—)—-Polardiagramm und damit das

Mo
zu dem jeweiligen ,Durchgangspunkt“ (s. § 1) gehorende 7, be-
stimmen. Aus 7, ld8t sich dann nach (14) ¢ und damit der letzte
Parameter R ermitteln.

_Uber D ist noch zu bemerken, daf es fiir negativ grofie 4 in
T
et . .
————— iibergeht. Dies kann man entweder durch eine asympto-

Teil von —

—1
tischéwBetrachtung des in (8) gegebenen Ausdruckes fiir ¢, oder
aus dem in § 4 direkt abgeleiteten Awusdruck (10) schliefen, wenn
man dort schlieBlich ¢ durch 2, ausdriickt.

Bei einem symmetrischen U-Profil gewinnt man eine einfache
Form der Randbedingung aus der Bemerkung, daf in diesem Falle
@ in einen geraden und ungeraden Teil zerlegt werden kann, die
jeder fiir sich der Stérungsgleichung und den Grenzbedingungen
geniigen miissen. Man hat daher in der Mitte, da ¢, auch hier
nicht eingehen kann und ¢, schon abgeklungen ist, die Bedingung

(16) ‘Cz q’;m+ 02 q);m = 0
bei geradem ¢, oder
(17) C: Pim T+ C,p:p = 0

bei ungeradem @, die an die Stelle von (11) tritt, wihrend die
Bedingung an der Wand (12) erhalten bleibt.

. Tiemess hat in seiner Arbeit die eine Randbedingung an der
Wand und zwar fiir die y-Komponente nach einem Vorschlag von
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P RAN.DTL in einer anderen Form angesetzt als wir. Da gelegentlich )
ZW.Elfe,l an der Berechtigung dieser Randbedingung geiuBert sind,
Welsen wir ihre inhaltliche Ubereinstimmung mit der unseren nach.
Wll‘ beschreiben das Tizmsenssche Verfahren formal und verweisen
f}fl‘ die physikalische Begriindung auf die Arbeit selbst. TiemExs
148t seine Reibungsschichtlgsung, die unserem @, entsprechen wiirde
und mit ®; (proportional v* bei TiemExs) bezeichnet werde, fiir
N == + 50 nicht wie wir nach O gehen, sondern nach einem kon-
§tanten Wert @,*« (proportional voo), sodaB also ¢F = Py + Pyco
ist; denn ¢*_ ist ebenso wie @, gleich O gesetzt. Dann wird
bei Triersmns die Konstante Psoo SO bestimmt, dal ¢, = 0 wird,
d. h. P, = — ¢,,. Schliefilich wird die y-Komponente, die aus
den reibungslosen Loésungen fiir die Wand folgt, gleich Ve ge-
setzt, d. i,

01 @yt Cz Pyy = Os ‘pso%’
wihrend wir oben
Ox @t C, Py + Cs P, =0

setzten. Beide Bedingungen sind also nach der Beziehung zwischen
P;00 und g@,, inhaltlich identisch.

§ 6. Das Gleichgewicht der Stromung langs einer ebenen
Platte.

‘ 1. Der oben entworfene Rechnungsgang soll zunichst auf
das Geschwindigkeitsprofil angewandt werden, daf sich bei gréferen
"Reymnoldsschen Zahlen an einer Platte ausbildet, die in einem
gleichformigen Fliissigkeitsstrom von unendlicher Ausdehnung pa-
rallel zu diesem eingetaucht ist, wobei die Vorderkante der Platte
senkrecht zur Stromungsrichtung verldiuft. Wir wihlen gerade
diese Greschwindigkeitsverteilung, weil Experimente iiber ihre Sta-
bilitét angestellt sind und auch die Voraussetzungen fiir die Ge-
naunigkeit unserer Naherung hier besonders giinstig liegen. Dies
Profil ist von Brasios nach Ansitzen von Pranpru?) berechnet und
ist besonders dadurch charakterisiert, daB es an der Wand mit

1) Vgl. NOETHER, L ¢. Zs. f. angew. Math. u. Mech. 6, 1926, 8. 243 und die
anschlieBende Diskussion zwischen PranpTL und NOETHER, ebenda S.339/340.
' 2) L. Pranpri: Uber Flissigkeitsbewegung bei sebr kleiner Reibung. Verh.
.d. 1IL. Internat. Math.-Kongresses, Heidelberg 1904, wieder abgedruckt in ,Vier
Abhandlungen zur Hydrodynamik und Aerodynamik“ Gdttingen 1927.
. H. Brasius: Grenzschichten im Flissigkeiten mit kleiner Reibung. Zs. f.
Math. u. Phys. Bd. 56, 8. 1, 1908, :

3*
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verschwindender Kriimmung beginnt und sich nach aufien mit scharfer
Asymptote (entsprechend dem asymptotischen Verhalten des Fehler-
integrals) der ungestorten Geschwindigkeit anschliefit (s. Abb. 2).

& =

W*T /

g5 //
e P
————T
0 4 ” M
1 2 3

Abbildung 2.

Fiir unsere Zwecke wird es niitzlich sein, eine angeniherte
Darstellung des Profiles zu besitzen. Nach dem Vorstehenden
wird man am einfachsten die Geschwindigkeitsverteilung an der
Wand mit einem Greradenstiick beginnen lassen und den asympto-
tischen Anschlufl an die ungestirte Geschwindigkeit durch einén
Anschluff im Endlichen (bei M in Abb. 2) ersetzen, also das Geraden-
stiick etwa durch ein Parabelstiick fortsetzen. Wenn wir mit y,,
den Abstand vom Parabelscheitel bezeichnen, so lassen wir nach
der einen Seite U konstant mit seinem maximalen Wert (= 1)
sich fortsetzen, nach der anderen Seite wird U = 1—4}, wemn
wir die BezugsgroBen, mit denen wir die angewandten Dimensions-
losen bilden, entsprechend wéhlen. Nach der Wand zu und zwar
von y,, = 0,84 (bei 4 in Abb. 2) ab soll dann U = 1,705 — 1,680y,,
sein, sodaf an der Wand (U= 0)y, = 1,015 ist. Damit ist U
selbst genau genug dargestellt, dagegen diirfen wir nicht in dem
Gebiet an der Wand etwa U' = konst., U" = 0 setzen. Es ist
vielmehr mit y, als Wandabstand entsprechend den ersten Glie-
dern der Braswsschen Potenzreihe '

U = 1,68 (1—3,6545),
U'= — 18:4%:1

giiltig in Wandnghe, soweit wir diese Grofen spiter gebrauchen.

Die reibungslosen Losungen ¢, und ¢, berechnet man nach
den Reihenformeln von § 2 fiir parabolische Verteilung von U und
unter Benutzung der Lisungen Sinay und Gogay fiir lineares U.
Damit gelingt es, die Lidsungen, abgesehen von der Ubergangs-
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substitution, fiir Wand und Parabelscheitel genfigend genan darzu-
stellen, wie nihere Betrachfungen zeigten!). Die Ubergangssubsti-
tution darf man npatiirlich nicht mit dem roh geniherten Profil
(Gerad(:,-}-Para.bel) berechnen, sondern mit dem genaueren Wert

von —U~,° = —38,9¢, den man aus den angegebenen Formeln fiir
U und U erhilt, wenn man noch beim kritischen Punkt gem#f
obigem ¢ = U = 1,68y, setzt.

2. Die Schnittpunkte der E-Kurven (s. §5)- mit dem -—lj—)--

Polardiagramm bestimmen wir zunéichst fiir ¢ ~ 0. Ein imaginélrgr
Bestandteil tritt in E durch den Phasensprung ein, der mit

U’ ~ ¢’ geht, sodaB also fiir geniigend kleine ¢ E rein reell ist.

Die Schnittpunkte mit dem ——Q—-Diagramm liegen daher ent-

weder bei D _ 0,66; %, = —2,3 oder _D_ 0 und negativ

sehr grofiem n:. Indem man nur die linearen Glieder in ¢ und «
beriicksichtigt, erhilt man
18) B = 1,19 e 4 2¢

05%¢-3,36 "

Fiir den ersten Schnittpunkt mit ~ ;211 = 0,56 ist alse ¢ = 0,74¢
und unter Berticksichtigung von 1, =w-—2 3 oder

(1,68¢ R)¥ 0,596 c = 23,
R = 46¢* '

Fir den zweiten Schnittpunkt mit £ = 0 ist nach (18) « =1,68c.

In diesem Bereich wird 7, sehr groB daher sD = 2aRe) ¥ (1414
nach (10). Zur Bestimmung von R miissen wir hier die in ¢ und
o htheren Glieder heranziehen und benutzen dazu etwa den Ima-
gindrteil von D, dem fiir die Durchgangspunkte der Imagindrteil
von — Ep, gleich sein soll. Dieser ergibt sich unter Zugrunde-
legung des eben berechneten « zn 4,86i¢*, sodaB R = 0,0156¢™
wird. Wir knnen nun auch noch %, berechnen und erhalten dafiir
0,21¢™, d. h. fiir kleine ¢ tatsdchlich so groBe Werte, welche die
Benutzang des asymptotischen Wertes von D rechtfertigen.

1) Eine besondere Erdrterung ist bei diesem Verfahren zur Darstellung von
@; notwendig, wenn der kritische Punkt (U = ¢) sehr nahe an den AnsthuB-
punkt Gerade-Parabel heranriickt, Doch soll auf die Wiedergabe dieser Uber-
legung, die fir die numerische Rechnung bedeutungsvoll, fiir das Ganze aber
uninteressant ist, hier verzichtet werden.
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Diese beiden Grenzfille sind auch, abgesehen von der expli-
gziten Darstellung der Beziehung zwischen R, « und ¢ deshalb
bedentungsvoll, weil bei ihnen mit gréfter Genauigkeit unsere
asymptotischen Rechnungen fiir grofe «R zutreffen. Die Formeln
liefern iibrigens eine brauchbare Niherung bis etwa ¢ = 0,05.

Die anderen Durchgangspunkte werden nach dem in § 5 ent-
wickelten graphischen Verfahren ermittelt (s. Abb. 3). Jenseits
eines besimmten c-Wertes (in Abb. 8 z. B. bei ¢ = 0,48) liefern

die E-Kurven keinen Schnittpmfkt mehr mit dem — — - Diagramm

wihrend sie sonst zwei Schnittpunkte geben. Ehe wir in die phy-
sikalische Diskussion eintreten, sei noch etwas iiber die Genauig-
keit unserer Rechnung gesagt. ,

04

93 <

" Abbildung 3.

- 8. Unsere ganze Rechnung ist eine Néherang, die umso schlechter
stimmt, je kleiner die dabei auftretenden «R werden. TUnter an-
derem haben wir stets mit der Ubergangssubstitution des § 8 ge-
arbeitet, obwohl der Ubergangsstreifen keinesyegs immer noch

klein bleibt, sodaf man nicht mehr wie dort »%.,-% im Ubergangs-

streifen annihernd konstant nehmen darf und auch die Anschluf-
bedingungen gemi#f den groferen |y|-Werten am Rande des Uber-
gangsstreifens zu #ndern sind. Nun 188t sich allerdings die Uber-
gangssubstitution auch unter etwas allgemeineren Bedingungen,
als dort angegeben, ableiten. Als Differentialgleichung fiir ¢, in
n im Ubergangsstreifen konnen wir nédmlich
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ansetzen, wobei die Ableitungen von U die urspriinglichen nach y
sind?). Das Glied auf der rechten Seite von (19) ist nun im
Unterschied gegen frither nicht mehr konstant im Ubergangsstreifen.
Wir konnen dann verifizieren, daB eine Losung von (19) existiert,
die sich fiir grofe |4 an die reibungslose Lésung ¢, mit dem
frither als physikalisch real erkannten Zweige des Logarithmus
anschlieBt. Indem man ni#mlich die rechte Seite von (19) als in-
homogenes Glied einer Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir
g, auffaBt, weist man mit denselben Mitteln (asymptotische Diskus-
sion von Hankerschen Funktionen und von Integralen damit) wie
in § 3 nach, daf auf dem dort eingefiihrten Halbkreise die Beziehung

L A— U” 2.2 gz_ﬁ ” U(/)’_ 8"7
o = wifogn e (e i gt |- (g o)

identisch mit der reibungslosen Storungsgleichung gilt, wodurch
die Ubergangssubstitution auch unter diesen allgemeineren Voraus-
setzungen bestdtigt ist. Einen kleinen Fehler begehen wir noch
dadurch, daf wir an der Wand ¢, bereits reibungslos, natiirlich
mit Einschluf des Phasensprunges nehmen, also im iibrigen den
Reibungseinflu als abgeklungen voraussetzen?). AuBerhalb des
Ubergangsstreifens (z. B. bei dem Punkt mit dem Index m) ist der
Fehler in ¢, und @, durch Vernachldssigung der Reibung von der
Grofenordnung («¢R)™, also immer sehr klein; dagegen ist der

"

Fehler in ¢, von der Griofenordnung e~[7‘3,— im ungiinstigsten Falle

0,055.

Diese Uberschlagsbetrachtung der Fehler unserer Néherung
lehrt, daB unsere Rechnung die physikalisch grundsétzlichen Ziige
durehaus richtig wiedergibt, zugleich aber, daf bei den letzten
Durchgangspunkten (kleine Reynoldssche Zahlen) die Zahlenwerte
der Storungsparameter und von & mit Fehlern von einigen Prozent

1) Die beiden auf der rechten Seite von (19) nicht angeschriebenen Reibungs-
glieder £22e?ip7 und — s*etip, konnten wir leicht noch mit in die folgende
Betrachtung nehmen; doch #ndern sie in unserem Falle noch nicht merklich die
Ubergangssubstitution.

2) Uber das Abklingen der inneren Reibungsschichtlosung vgl. fur den ein-
fachsten Fall die Anmerkung in § 3 S. 29.
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behaftet sind, was sich besonders bei der Bestimmung von R aus
& auswirkt.

Es mag iiberraschen, daB in unserer Rechnung das Geschwin-
digkeitsprofil an der Platte nur von y abhﬁngig angenommen wurde,
wihrend in Wirklichkeit dort auch eine, allerdings schwache Ab-
hingigkeit von z besteht. Nun 148t sich zeigen, daf die Beriick-
sichtigung dieser Abhiingigkeit bei der Stromung an der Platte
nur Glieder der GriBenordnung («R)™ ¢, (aR) ¢, (@R o’ ¢’ und
noch kleinere hineinbringt, also scheinbare neue Reibungsglieder
auftreten, die in unserer Rechnung sehr wenig ausmachen. Da
diese Betrachtung sich fiir eine ganze, wichtige Klasse von Profilen,
die ,Grenzschichtprofile® (vgl. den Literaturnachweis in Fufinote 2)
Seite 85), allgemein durchfithren 148t, sei an dieser Stelle nur
dieser Hinweis gegeben. :

4. Bei der Angabe der Ergebnisse wunserer Berechnung der
Durchgangspunkte wollen wir die bisher abgekiirzten Dimensions-
losen voll ausschreiben. Anstatt der vorher verwandten, ziemlich
willkiirlich bestimmten Bezugslinge (halbe Breite einer gewissen,
in das Profil eingezeichneten Parabel) wollen wir eine physikalisch
sinnvolle Bezugslidnge einfiihren. Die Bestimmung einer charak-
teristischen Liénge aus dem vorliegenden ebenso wie aus anderen
Grenzschichtprofilen ist durch den asymptotischen Anschluf an die
ungestorte Geschwindigkeit erschwert, sodaf auch fast alle bishe-
rigen Definitionen der ,Grenzschichtdicke“ nicht rationell sind.
Frei von Willkiir, experimentell genau bestimmbar und den Gesamt-
verlauf des Profiles beriicksichtigend ist nur die Definition der
Grenzschichtdicke :

@ 8 =f<1“t%) dy,

wobei das Integral von der Wand bis zur ungestdrten Potential-
geschwindigkeit U, zu erstrecken ist. Diese Lénge, friiher auch
Verdringungsdicke, hier aber schlechthin Grenzschichtdicke genannt,
gibt, wenn man sie mit U, multipliziert, gerade das Maf fiir die
Verringerung der Durchflumenge durch die Grenzschichtreibung.
d ist in unserem Falle das 0,341-fache wunserer fritheren Bezugs-

linge. Als Reynoldssche Zahl R nehmen wir also Uza

Nach unserer Ermittlung der Durchgangspunkte gehdren zu
jedem R je zwei Storungsparameter, bis dafl zu der letzten kri-
tischen Reymoldsschen Zahl 420 nur je ein Storungsparameter
¢

gehort. Die Abb. 4 und 5 zeigen die Storungsparameter d, -,
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B9 5 Abhiingigkeit von den logarithmisch aufgetragenen B. Das

von diesen Kurven umschlossene Gebiet gibt offenbar den Bereich

der labilen Schwingungen an.

Der Zeiger r bei  und ¢ soll an-

deuten, daB die Diagramme nur iiber den reellen Teil dieser Grofien
Auskunft erteilen.

a-d
04
g2
\ \
o7 { \\ S~ SN
I Uy &)
gl \ \\\ ——*_m__y ‘
02 13 w%* 15 S w7 18 w9 1P w7 072
Abbildung 4.
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Rechnung an Abb. 3 ergeben, zahlenmifig angegeben:

4

T
04
0,4
0.2
0,2

Abbildung 5.

Hier seien einige Durchgangspunkte, wie sie sich aus unserer

«d

0,272
0,368
0,076
0,160

L)
U
0,109
0,147
0,015
0,032

R

445
716
7330
34800
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Ferner seien noch einmal in unserer jetzigen Darstellung die For-
meln fiir ganz grofie B angegeben, obwohl sie physikalisch kaum
noch wichtig sind:

1

c R \—= ¢
7= (w7) > =0y
und fiir den anderen Zweig der Gleichgewichtskurve:

1

¢ R N\ 1¢ ¢
‘U; == (”070—653—> 5 «d = 07573 Um-

Wir stellen zuniichst fest, daf ein auBerordentlich schmaler
Bereich von Schwingungen fiir die Laminarstrémung gefihrlich
wird. Ebenso wie fiir die B eine untere Grenze 420 existiert,
gibt es fiir die Stérungsparameter eine obere Grenze, nach deren Uber-

schreitung keine Labilitdt mehr eintritt: UL = 0,425, ad = 0,367,

{;} 0,148. Besonders auffallend sind die im Vergleich zur
Grenzschichtdicke groBen Wellenlingen 4 der Storung; 4 ist ja

2 . . 2 .
= also ist das kleinste 4 = 0367 om0 = 17,18. Auch gewisse

Beobachtungen von PraNprL an dem eingangs erwihnten Gerinne,
bei dem ganz vorne die Stromung etwas &dhnlich der Platten-
stromung ist, scheinen auf solche groflen Wellenldngen zu deuten.
Da ¢ lings der Platte wichst, ist es vielleicht zweckmifig, auch
eine Grenze von i anzugeben, die von z unabhéingig ist. Nach

Abb. 4 gehort zu jedem —U—Sﬁ ein gewisser Bereich labiler «d. Aus
U,90

nach das groﬁtmoghche labile « oder das kleinstmogliche 4 bei

gegebenem U, und v ermitteln. Das kleinstmégliche labile 1 ist
8400 ﬁ—’ dies 4 entspricht annghernd gerade der stationéren Schwin-
gung bei B =420. Wenn man die Platten linge von der Vorderkante blS

zur Stelle R = Un? = 420 mit I, bezewhnet so ist I, = 59000 —

U )
da 0 = 1,731\/—01;7 ist; das obige 1 ist also —é‘—

Tiemens hat 1. c. ein Profil auf Stabilitdt untersucht, das von
der Wand linear bis U, ansteigt uud dann mit einem Knick sich
konstant fortsetzt. Dies Profil ist also als eine rohe Approxi-
mation des unseren anzusehen. Die von Tiemens berechneten Durch-
gangspunkte sind seiner Abbildung 17 entnommen und teilweise in
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unsere Abb. 4 mit Kreuzen eingetragen, wobei b, bei Tizmens gleich
20 ist. Tiemexs bekommt den einen Zweig der Gleichgewichts-
kurve in recht guter Néherung. Da er jedoch nur diesen einen
Zweig erhilt, so bekommt er demnach auch keine Grenze fir R
noch fiir «d, was an dem durchgingigen Verschwinden der Kriim-
mung des Tiemexsschen Profiles liegt.

Die Stabilitit von Profilen mit Kriimmung hatte Hiisexpera
in einer Arbeit') zu untersuchen unternmommen. Im allgemeinen
nimmt Heisexsere ¢ = O an; die Frage der Konvergenz der Ent-
wicklung der Losungen nach « wird nicht geklirt. Die Uber-
gangssubstitution fiir ¢, (bei Hesensere ¢,) wird auf andere und
nicht ganz zwingende Weise abgeleitet. Der Zahlenwert des
Phasensprunges stimmt in seinem speziellen Falle mit dem unseren
iiberein. Bis zur Durchrechnung eines Profiles ist Hrisensere nicht
vorgedrungen und hat sich auf Vermutungen beschrinkt, die teil-
weise — beziiglich der Existenz einer oberen Grenze fiir « und’
einer unteren Grenze'fiir B — in dhnlicher Richtung liegen wie
unsere Ergebnisse an dem speziellen Profil der Strémung léngs
der Platte.

5. Die Gegeniiberstellung unserer Ergebnisse mit Experimenten,
wie sie insbesondere von Bureers und vax oer Heesr Zwunex?) und
von Hansex?®) vorliegen, ist aus zwei Griinden unvollkommen.
Erstens weil man nicht iiber die in Wirklichkeit auftretenden
Storungen Bescheid, dann ist es auch nicht klar, wie weit der von
diesen - Autoren definierte Umschlagspunkt mit unserem Labilitiits-
beginn der Laminarstromung iibereinstimmt. Bureers und #hnlich
auch Hansenx definieren den Umschlagspunkt in folgender Weise.
Vorn an der Platte gibt es ja ein laminares Stiick, das sich nach
Praxpri-Brasivs ausbildet; nach dem Umschlag gibt es ebenso
einen ausgesprochen turbulenten Teil, dessen (resetze von Praxpri
und von Kirmin (1/7 Potenzgesetz usw.) aufgeklirt wurden. In
beiden Bezirken nimmt der Geschwindigkeitsgradient unmittelbar
an der Wand beim Fortschreiten stromabwirts stets ab, nur im
Ubergangsgebiet erfolgt eine Zunahme." Die kritische Reynoldssche
Zahl wird nun einfach aus der Stelle des Minimums des Geschwin-
digkeitsgradienten berechnet, withrend die Instabilitit der Laminar-

1) W. HEisENBERG: Uber Stabilitit und Turbulenz von Flissigkeitsstromen.
Ann. d, Phys. 1V, Bd. 74, S. 597, 1924.

2) I. M. BurcERs: Proc. of the First Intern. Congress for Applied Mechanics
Delft 1924, 8. 118.

B. G. vAN DER HEGGE ZLINEN: Thesis Delft 1924.

3) M. HanseNn: Zs. f. angew. Math. u. Mech. 8, 8. 185, 1928.
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stromung wahrscheinlich doch schon frither, bei kleineren 4, also
bei kleinerem R einsetzen diirfte. Daher diirfen wir hochstens
eine Bestitigung der GriBenordnung unserer berechneten kritischen
Reynoldsschen Zahlen erwarten. Es ist zu beachten, daf die
Grenzschichtdicke dieser Autoren das 3,18-fache der unseren ist.
Im Mittel erhielten sie in unserem Maf eine kritische Reynoldssche
Zahl um 950 1) (aus ihrem Wert 3000 umgerechnet), wihrend sie
bei mehr Stérung bis zu 500 (bei einem unmittelbar an der Platten-
schneide in den Strom eingesetzten Stérungssieb) herunterkamen.
Wenn wir bedenken, daB bei unserer Rechnung bei 420 gerade
noch eine einzige Partialschwingung existierte, die nicht geddmpft
wurde, wihrend beim experimentell ermittelten Umschlagspunkt
wohl schon ein ziemlich erhebliches Anwachsen von kleinen Sto-
rungen erfolgt ist, so wird man unter Beriicksichtigung der vor-
hergehenden kritischen Bemerkungen sagen konnen, dafi wunsere
Rechnungsergebnisse mit den Experimenten in recht gutem Ein-
klang stehen.

Gerade fiir den Vergleich mit den Experimenten erscheint es
wichtig, die GroBe der Anfachung bzw. Démpfung und auch die
Verteilung der Schwingungsamplitude zu kennen. Diese und andere
Fragen, besonders auch das Verhalten anderer Profile sollen in
einer zweiten Mitteilung behandelt werden.

= 1,78 Unl _ 1,78 VR, wo [ die Plattenlinge

v
von der Vorderkante aus ist, so entspricht dieser Zahlwert einem R; von 300 000.

1) Da unser R = —gz”i
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